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О Б Р А Т Н О Й  З А Д А Ч И  Т Е П Л О В О Й  Д И А Г Н О С Т И К И *
При тепловой диагностике ракетных двигателей (см. [1]) необходимо учи­
тывать физические свойства используемых композиционных материалов. Это 
приводит к необходимости решения обратных задач для уравнений с раз­
рывными коэффициентами. Высокие требования, предъявляемые к точности 
вычислений при решении данного класса задач заставляют разрабатывать 
оптимальные методы для их решения, а такж е получать точные оценки по­
грешности этих методов.
1. П о стан о вк а  задач и
Рассмотрим систему уравнений
д щ ( х 71) d 2u ı ( x , t) 
dt д х 2 ’
О ^  х  ^  x ı ,  t ^  0, х \  >  0, (1)
d u 2 İx ,t)  д 2ио(хЛ )
Л Л  = Х Э , '  ; ч « 1 « 1' * > Р)
где к  -  некоторая известная положительная константа. Предположим, что 
решения u ı ( x , t )  и U2 ( х ,£) удовлетворяют начальным условиям
u ı(x ,0 )  = 0 ; 0 ^  х  ^  Ж1, (3)
U2(x,0) = 0 ;  х \  ^  х  ^  1, (4)
а такж е граничным условиям
u ı(0 , t )  = f ( t ) ;  t ^ O ,  (5)
m ( x ı , t )  =  g(t); 0, (6)
и условиям согласования
U ı(x ı , t )  = u2(x ı , t ) ;  t 'Z  o, (7)
л д щ ( х и г) d u 2(x u t)
Al дх =X2  дх ’ (8)
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где Ах и Л2 -  некоторые известные положительные константы. Функции 
д и 2(1 ^ )
гЫ 1Д) и ---------   требуется определить.
ох
Предположим, что при некоторых /(£),  д{Ь) Е Ь 2[0,оо) существуют реше-
п оо
ния гц(ац£), и 2( х ^ )  такие, что для любого х  Е [0,ад] интеграл / |гА1 (ж,£)|сЙ
J ог  оо
сходится, а для любого ж Е (ад,1) сходится интеграл / £)|с££. Кро-
Jo
дщ (х,Ь)
сходится равномерно на |и,ац_|, интеграл














но равномерно на (ад, 1].
Пусть вместо функций и д{£) нам известны некоторые приближения 
/я(^)? дб(Ъ) £ ^ 2[0 , оо) и уровень их погрешности 6 >  0 такие, что
I I / - Л И  О  или П ^ - уйП ^ (9)
Требуется определить приближенное решение U2§{l,t)  и ^  2<К ; ) задачи
дт 
d u 2( l , t )
дх
(1) - (8) и оценить их уклонения от точных решений u 2( l , t )  и
2. С в е д ен и е  зад ач и  (1 )-(8 )  на отр езк е  к  зад ач е
д л я  о б ы к н о вен н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  ур авн ен и й
Д ля сведения уравнений (1)-(2) к обыкновенным дифференциальным 
уравнениям используем косинус Fc и синус Fs преобразования, определяе­
мые формулами
[ 2  [ ° °
Fc(u) — \ — I u{t) cosr td t]  т  ^  0, и Е L 2[0,oo),
V 7Г До 
[ 2  [ ° °
Fs(u) — у  — J u(t) s i n r t  dt] т ^ 0, и Е L 2[0, оо),
и при гфО) = 0  удовлетворяющие условиям
Fc{v!) =  r F s{u) и  Fs(u') =  - r F c{u); и Е W^O, ос), 
где u f(t) -  производная от функции u(t).
(10)
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Из теоремы Планшереля, сформулированной в [2, с. 19], следует изомет- 
ричность преобразований Fc и Fs в пространстве ГДО, оо). Отсюда следует 
изометричность в пространстве H  — L 2[0 ,oo) Н-гГДО, оо) преобразования F,  
определяемого формулой
F  ( и  +  i v )  =  2 = F c ( u ) -  - ^ = F s ( v ) ,
где F  с и Fs -  соответственно косинус и синус преобразования, а % -  мнимая 
единица.
Отметим, что при условии гфО) = 0
F(u') := F  (и1 + ги') = - F { u  + iu ) =  - F { u ) .  (11)
г г
Здесь символ :=  означает «равно по определению».
Применяя преобразование F  к уравнению (1) и граничным условиям (5)- 
(6) с учетом начального условия (3) и используя формулу (11), получаем 
следующую задачу:
д и ^ х  т) ^  {Тщ (х,т )  = 0 ; 0 ^  х  ^  ад, т ^  0 , (12)
o x z
ûi(Q ,r)  =  / ( т ) ;  т ^  0, (13)
û i ( x u r)  =  д(т), т ^  0, (14)
где
/ ( r ) = F ( / ) ,  g ( r ) = F ( g ) .
Мы считаем, что граничные условия /  и д таковы, что все проделанные 
преобразования законны.
Реш ая уравнение (12), получаем, что
щ {х , т) = ai (т )е^х^  +  ^  т ^  0, (15)
где /Д) =  -)=(1  + г).
Используя условия (13) и (14), определяем коэффициенты а\{т) и Ъ\{т)\
е110Х1л/т -у ^
“ l ( r )  =  e2W lv ^ - i ?(T) -  5 ^ ^ г т / ( т ) ' (16)
е 2цоХ 1 у/т ^  е И0Х1 у/т
h{T)  =  Р ^ Г 7 т Г Т / ( т )  “  -  1? (т)- <17)
157
2008 Известия УрГУ №58
Из (15)—(17) следует, что
' / \  дщ(х1,т) _
Кт) = Т\
дх
' 2 ц 0х 1у/т  , 1 <1р № х \ \ /т  ^
мол/Д О  11 к  пт* . /Т  ^ О I I ^  ПГ* -I . /Т т / ( г) ) > г ^ °- (18)е 2 ц 0 Х1 у / т _  ]Д е211ъх\у/т _  I *




 т й 2 ( ж , т )  = 0 ;  ад ^  ж ^  1 ,  г  ^  0,
>г
й2(жь т) =  £(т); г  ^  0 , 
д и2{хъ т)
дх
Н(т)\ т ^ О ,
где
К т )  : =
Реш ая задачу (19)—(21), получаем, что
й2(ж,т) =  a 2(т)e//oЖ^ /^  +  Ь2(т)e_//oЖ^ /^ 5 т  ^  0 , 
а 2(т)е^°Ж1 +  Ь2(т)е_//°Ж1 =  д*(т), т  ^  0 ,
и
т \  — 0,2 (т )е ^ оХ1К Т  -  1Л0 / — Ь2 (т)е  №Ж1л / Т  =  / Д т ) ,  т  ^  0 . 
>г V >гг
Откуда
й (г Л  _  т
Ч т )  /  2  V / г
^ с Ь /Д 1 -  х { ) / — 
V >г
Мо\/ — вЬущД - а д ) ,
1 : зЬ^о (1 - а Д л / ^
Мо
сЬ//0(1 -  жх)












где и(т) :=  й2(1,т) ,  а у(т) :=
Таким образом, рассматриваемая задача является некорректно поставлен­
ной в силу необходимости вычисления значений неограниченных операторов 
в формулах (18) и (26).
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3. Р е гу л я р и за ц и я  задач и  (1 )-(8 )
Регуляризацию исходной задачи осуществим в два этапа.
На первом этапе найдем регуляризованное значение оператора Т\.  Разобь­
ем эту задачу на две. Первая из них, являю щ аяся сужением образа оператора 
Т\  на отрезок 0 ^  т  ^  1, корректна, а вторая -  сужение на [1, +оо)
[ 7 \  / р 2 ц 0 Х 1 у / т  , 1 9 ^  \
Т1.2 У  := ^ [ е2цоХ1^ _ 19(г) -  ’ г  ^  ^
является задачей вычисления значений неограниченного оператора.
Из (18) следует, что если | | / (т) | |  ^  6 и ||д(т)|| ^  д , то
4 8
Н Ч Ш ь 2[0,1] ^  ~т=—; 0 ^ г < 1. (28)
у  1 Х \
Из изометричности преобразования Р  следует, что
I I / - Л И  О  и (29)
где Л  =  Г ( / й), а д5 = Р{д&).
Предположим, что граничные условия /  и д таковы, что функция /г(т) 
удовлетворяет условию
/ о° _т 2|/ф т)|2с?т ^  г2, (30)
где величина г известна.
Теперь используем для регуляризации вычисления оператора Тц2 метод 
проекционной регуляризации, изложенный в [3].
Этот метод в данном случае заключается во введении функции /га (т), 
определяемой формулой
Л« (Т) =  ( У  Х ' « “ . (31)
0 ; т >  а , а  > 1,
т
в которой параметр а  а(£) удовлетворяет уравнению — =  е(8)л/а, т. е.
а
/  _ \ 2/з Й  +  е“ ^ 1) 2
а :=  а(6) =  ( щ )  > Щ )  :=  х _  е- ^ Х1 6ш ^
Так как на основании (29) имеем, что при т  ^  1
е 2 ц 0 Х1 у / т   ^ 2 е ^ ° Х 1 у ^  ^
е 2 ц 0 Х1 у / т  _  е 2 ц 0 Х1 у / т _  )
2/х0Ж1 у/т  ^ 2е^°Х1у^
9(т ) -е 2 ц 0 Х1 р т  _  1 4 '  е 21л0 Х 1 Р т  _  ^
(33)
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то из (ЗО)-(ЗЗ) следует, что приближенное значение оператора Тщ : Н ^ \ т )  
определяется формулой
/Д т ) ;  1 ^  т  ^
2/ 3
0 ; т  > е(<5)
2/ 3 Н8(т) = Тг (34)
Теорема, сформулированная в [3], утверждает, что для функции
определенной формулой (34), справедлива оценка
Л?1,|( г ) - Л ( т )
а(б)
^  л/2г 3£3
Ь2[ 1,оо)




V  ( О
е(<5)
0; т  > е(5)
2/ 3
(36)
то из (28) и (36) будет следовать, что 
Ь ? 1\ т ) - 1 { т )
48
^  лЛ г1/ 3^ )  +  _ .
Ьг[0,оо) у / 2 х \
(37)
Теперь регуляризуем задачу вычисления неограниченного оператора Т2. 
К ак и на предыдущем этапе, используем метод проекционной регуляризации. 
Из формулы (37) следует, что




где М О  =
Определим для неограниченного оператора Т2 регуляризующее семейство 
операторов {Та : а  >  0} следующим образом:
Н
Л | | р  т ^  а ,
т >  а ,
(39)
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а приближенное решение ( Д  ) определим формулой
у6.
и 5 )  - т
Предположим, что граничные условия /  и д таковы, что
/ст 2( |й (т ) |2 +  ||;(т ) |2) с?т ^  2г2.
(40)
(41)
У читывая соотношение (41) и то, что
||Та || =
параметр регуляризации а  =  а(6)  в формуле (40) определим из уравнения
л / 2 1
а
-  Л -^1 )у/Ш=  е г], где 7] л / 2 г з е з ( < 5 )  + 4 £
л/2
Из теоремы, сформулированной в [3], следует, что
■—• V , -—•'— и\\ + и




Из теоремы, сформулированной в работе [4], и соотношения (42) следует, что
1п - 2
Используя преобразование Р  1, обратное к Р , и беря действительную часть 
результата, получим окончательное решение задачи (1) - (8)
« 2,5(1, )^ =  К е { т  1 и р ^ ( т)  } ,
« Д )  =  К е | Г - 1  г%(6\ т )  } .
Из (43) следует, что при выполнении указанных выше условий для регу- 
ляризованных значений « 2,5(1, £) и щ (/) справедлива следующая оценка:
«2,5( М )  -  « 2 ( 1 ,  Ь) + «г (г) -
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